Maturathemen IPL (Rachinger)
Lineare Optimierung

1. Grafische Lösung eines LPs
Unter einem linearen Optimierungs- oder Programmierungsproblem (LP – Problem oder kürzer LP) versteht man die Aufgabe, eine lineare Zielfunktion 

F(x1…. xp) = c1 x1 + … + cp xp
zu maximieren (oder minimieren) unter Beachtung von linearen Nebenbedingungen 
                (= Restriktionen) der Form


ai1 x1 + … + aip xp  ≤  bi
für i = 1, …, m1

ai1 x1 + … + aip xp  ≥  bi
für i = m1 + 1, …, m2

ai1 x1 + … + aip xp  =  bi
für i = m2 + 1, …, m

und zumeist unter Berücksichtigung der Nichtnegativitätsbedingungen


xj ≥ 0


für (einige oder alle) j = 1, ... , p


· Einen Punkt (oder Vektor) x = (x1…. xp) des Rp, der alle Nebenbedingungen erfüllt, nennt man Lösung des LP.
· Erfüllt x außerdem die Nichtnegativitätsbedingungen, so heißt x zulässige Lösung (zulässiger Punkt)

· Eine zulässige Lösung x* = (x*1…. X*p) heißt optimale Lösung (optimale Punkt) des LP, wenn es kein zulässiges x mit größerem (bei einem Maximierungsproblem) bzw. mit kleinerem (bei einem Minimierungsproblem) Zielfunktionswert als G(x*) gibt.

· Mit X bezeichnen wir die Menge der zulässigen Lösungen, mit X* die Menge der optimalen Lösungen eines LP.

Beispiel: 

Ein Viehzuchtbetrieb füttert Rinder mit zwei tiermehlfreien Futtersorten S1 und S2 (z.B. Rüben und Heu). Die Tagesration eines Rindes muss Nährstoffe I, II bzw. III im Umfang von mindestens 6, 12 bzw. 4 Gramm enthalten. Die Nährstoffgehalte in Gramm / kg und Preise in GE / kg der beiden Sorten zeigt diese Tabelle.

	
	Sorte S1
	Sorte S2
	Mindestmenge

	Nährstoff I
	2
	1
	6

	Nährstoff II
	2
	4
	12

	Nährstoff III
	0
	4
	4

	Preis in GE / kg
	5
	7
	


Wie viele kg von Sorte S1 bzw. Sorte S2 muss jede Tagesration enthalten, wenn sie unter Einhaltung der Nährungsstoffbedingungen kostenminimal sein soll?
Mit den Variablen


x1: kg von Sorte S1 pro Tagesration

x2: kg von Sorte S2 pro Tagesration

lautet das Optimierungsproblem:


Minimiere F(x1, x2) = 5 x1 + 7 x2

unter den Nebenbedingungen


2 x1 + 1 x2 ≥  6

Nährstoff I

2 x1 + 4 x2 ≥ 12
Nährstoff II

          4 x2 ≥  4

Nährstoff III

       x1 , x2 ≥  0

[image: image1.emf]
Auf graphische Weise erhalten wir die optimale Lösung x* = (x*1 , x*2) mit x*1 = x*2 = 2. Eine Tagesration kostet damit F(x*) = 24 GE. 

Die Normalform eines LPs

Jedes beliebige LP lässt sich in der folgenden Form aufschreiben:
[image: image2.emf]
Jedes beliebige LP lässt sich auch wie folgt darstellen:

[image: image3.emf]
Die Aussagen gelten aufgrund folgender Überlegungen:

· Eine zu minimierende Zielfunktion z = f(x) lässt sich durch die zu maximierende Zielfunktion -z = -F(x) ersetzen und umgekehrt. Eine ≤ - Nebenbedingung lässt sich durch Multiplikation beider Seiten mit -1 in eine ≥ - Restriktion transformieren.

· Eine Gleichung ai1 x1 + … + aip xp  =  bi kann durch zwei Ungleichungen 
ai1 x1 + … + aip xp  ≤  bi und  - ai1 x1 - … - aip xp  ≤  - bi ersetzt werden.

· Falls eine Variable xj beliebige Werte aus R annehmen darf, so kann man sie durch zwei Variablen x’j ≥ 0 und x’’j ≥ 0 substituieren; dabei gilt xj := x’j - x’’j.
Erweitert man die Nebenbedingungen um Schlupfvariablen xp + 1, …, xn, die in der Zielfunktion mit 0 bewertet werden, so entsteht das folgende Modell:
[image: image4.emf]
Die ursprünglichen Variablen x1,…,xp des Problems bezeichnet man als Strukturvariablen. Wiedergegeben in dieser Form, spricht man von der Normalform eines LP.

[image: image5.emf]
Im Folgenden verwenden wir für LPs auch die Matrixschreibweise; für ein Problem in der Normalform sieht sie wie folgt aus:


Maximiere F(x) = cTx

Unter den Nebenbedingungen





A x = b




   x ≥ 0
Dabei sind c und x jeweils n – dimensionale Vektoren; b ist ein m – dimensionaler Vektor und A eine (m x n) – Matrix. Im Allgemeinen gilt n ≥ m und oft n >> m;

Gelten die Bedingungen für die Vektoren b und c sowie die Matrix A die Eigenschaften
[image: image6.emf]
so sagt man, das LP besitze kanonische Form.
Der primale Simplex – Algorithmus

	Der Simplex Algorithmus
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Der Simplex Algorithmus untersucht den Rand des zulässigen Bereichs nach einer optimalen Lösung

	
	
	
	
	
	
	

	Der Primale Simplex Algorithmus
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Er schreitet von Ecke zu Ecke fort, indem jeweils genau eine Nichtbasisvariable neu in die Basis kommt und eine Basisvariable dafür die Basis verlässt.

	
	
	
	

	Für die Durchführung des Verfahrens wird ein Simplex-Tableau erstellt. Dazu muss die Gleichung vorher in die Normalform gebracht werden.

	
	
	
	
	
	
	

	Normalform:
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	F(x) -> max
	
	
	
	
	
	

	wenn Nebenbedingungen <= dann wird durch das hinzufügen der Schlupfvariable zu einer NB =

	wenn Nebenbedingungen >= muss man diese mit (-1) multiplizieren und dann die Schlupfvariable hinzufügen damit es eine = Bedingung wird. Dann werden aber manche bi Negativ -> daraus folgt der duale Simplex.

	

	Durch die Eintragung der Zielfunktionskoeffizienten für die Nichtbasisvariablen mit negativem Vorzeichen führt dazu, dass eine Lösung stets dann verbessert werden kann, wenn eine Nichtbasisvariable mit negativer Eintragung in der F-Zeile vorliegt.
(Das heißt: Solange in der F-Zeile ein negatives Element vorhanden ist, ist keine optimale Lösung vorhanden)

	
	
	
	
	
	
	

	Theoretische Vorgangsweise:
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	1) Wahl der Pivotspalte:
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Man sucht in der F-Zeile nach dem kleinsten Wert.(Den größten negativen Wert)
	

	Sind alle Elemente der F-Zeile positiv ist bereits eine optimal Lösung vorhanden. Das Verfahren kann abgebrochen werden.

	Die Spalte mit dem kleinsten Wert wird die Pivotspalte. Die Nichtbasisvariable(xt) dieser Spalte wird als nächstes in die Basis aufgenommen.

	
	
	
	
	
	
	

	2) Wahl der Pivotzeile:
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Sind in der ermittelten Pivotspalte aus Punkt 1 alle Elemente(ait) <= 0 so kann keine optimale Lösung gefunden werden. Das Verfahren wird abgebrochen.

	Ansonsten sucht man sich die Zeile aus wo die Division bs/as den kleinsten Wert ergibt.
bs ist die rechte Seite der Gleichung

	as sind die verschiedenen Werte der Pivotspalte.
	
	
	

	Die Basisvariable der Pivotzeile verlässt die Basis, sie wird durch die Nichtbasisvariable xt ersetzt.

	xt hat man im Schritt eins erhalten.
	
	
	
	

	Das Element as das man Ausgewählt hat ist das Pivotelement.
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	3) Berechnen der neuen Basislösung und des neuen Simplextableaus:
	

	
	
	
	
	
	
	

	Die gesamte Zeile des Pivotelements muss durch dieses dividiert werden.
	

	Alle Elemente der Pivotspalte außer das P-Element müssen durch das addieren von anderen Zeilen auf null gebracht werden.

	
	
	
	
	
	

	Basislösung: Die x in der Basis erhalten den bi Wert. Die anderen x sind null und F hat auch den Wert der bi Spalte.

	
	
	
	
	
	
	

	Beispiel eines primalen Simplex:
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Das Produktionsplanungsproblem:
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	 
	P1
	P2
	verfüg. Kapaz
	
	
	

	Maschine
	1
	1
	100
	
	
	

	Rohstoff
	6
	9
	720
	
	
	

	Montageab.
	0
	1
	60
	
	
	

	db
	10
	20
	 
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	x1 + x2 <= 100
	
	
	
	
	

	6x1 + 9x2 <= 720
	
	
	
	
	

	x2 <= 60
	
	
	
	
	
	

	x1,x2 >= 0
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Dieses Problem muss in Normalform gebracht werden und wird dann in ein Simplextableau eingefügt.

	
	
	
	
	
	
	

	BV
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	bi

	x3
	1
	1
	1
	
	
	100

	x4
	6
	9
	
	1
	
	720

	x5
	 
	1
	 
	 
	1
	60

	F
	-10
	-20
	0
	0
	0
	0

	
	
	
	
	
	
	

	Erste Basislösung: x3=100, x4=720, x5=60; x1=x2=0; F=0 
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Pivotspalte ist bei x2 da in der F-Zeile -20 der kleinste Wert ist.
	
	

	Pivotelement ist in der Zeile von x5 da 60/1 kleiner ist als 720/9 und 100/1
	

	
	
	
	
	
	
	

	Nun muss die Pivotzeile durchs Pivotelement dividiert werden. Da das Element 1 ist gibt es in dieser Zeile keine Änderung.

	x2 kommt statt x5 in die Basis
	
	
	
	

	Und alle Werte der Pivotspalte müssen auf null gebracht werden. 
	
	

	Z.b.: 9-(9x1)
	darum dann auch 720-(9x60)
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	BV
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	bi

	x3
	1
	 
	1
	
	-1
	40

	x4
	6
	 
	
	1
	-9
	180

	x2
	 
	1
	 
	 
	1
	60

	F
	-10
	0
	0
	0
	0
	1200

	
	
	
	
	
	
	

	Zweite Basislösung: x2=60, x3=40, x4=180; x1=x2=0; F=1200
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Pivotspalte ist bei x1 da in der F-Zeile -10 der kleinste Wert ist.
	
	

	Pivotelement ist in der Zeile von x4 da 180/6 kleiner ist als 40/1 und 60/0
	

	
	
	
	
	
	
	

	Nun muss die Pivotzeile durchs Pivotelement dividiert werden. (1/6, -9/6, 180/6) 
	

	x1 kommt statt x4 in die Basis
	
	
	
	

	Und alle Werte der Pivotspalte müssen wieder auf nullgebracht werden.
	

	
	
	
	
	
	
	

	BV
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	bi

	x3
	
	 
	1
	(-1/6)
	(1/2)
	10

	x1
	1
	 
	
	(1/6)
	(-3/2)
	30

	x2
	 
	1
	 
	 
	1
	60

	F
	0
	0
	0
	(5/3)
	5
	1500

	
	
	
	
	
	
	

	Ich habe die Werte deswegen in Klammer geschrieben da Excel sonst sofort dividieren würde.

	
	
	
	
	
	
	

	In der F-Zeile befindet sich kein negativer Wert mehr d.h. wir haben eine optimal Lösung erhalten:

	
	
	
	
	
	
	

	Optimale Lösung: x1=30, x2=60, x3=10; x4=x5=0; F=1500
	
	


Reduzierte Kosten, Schattenpreise und Opportunitätskosten

Die Einträge unter den Strukturvariablen bezeichnet man meistens als Reduzierte Kosten der Variablen, diejenigen unter den Schlupfvariablen als Schattenpreise der Inputfaktoren.

Reduzierte Kosten

Wenn Entscheidungsvariablen in der optimalen Lösung den Wert null haben, geben die

reduzierten Kosten an, um welchen Betrag die Zielfunktionskoeffizienten steigen können,

ohne dass sich der optimale Wert der Entscheidungsvariablen ändert

Schattenpreis

Der Schattenpreis gibt an, wie sich der Zielfunktionswert verbessert (bei ≤ Nebenbedingung) bzw.

verschlechtert (bei ≥ Nebenbedingung), wenn die rechte Seite einer Nebenbedingung um eins erhöht wird

Gelegentlich wird für beide schlechthin der Begriff Opportunitätskosten OK verwendet. 

OK sind „Kosten“ im Sinne „entgangener Gelegenheiten“; 

Sie stellen hinsichtlich der Inputfaktoren ein Maß für den Nutzen (Deckungsbeitrag, Gewinn, …) dar, der nicht realisierbar ist, weil der zur Herstellung eines oder mehrer Güter eingesetzte Faktor einer alternativen Verwendung zugeführt wird. Im Hinblick auf Produkte (Produktionsalternativen) gilt: Verwirklicht man eine Alternative, so muss gegebenenfalls auf die Realisierung einer anderen und die Erzielung des damit verbundenen Nutzens verzichtet werden. Dieser Nutzenentgang kann der verwirklichten Alternative als „Kosten“ angelastet werden. 

2. Der duale Simplex – Algorithmus

	Wie oben schon erwähnt werden die bi beim erstellen einer Normalform durchs (-1) multiplizieren negativ wenn eine >= Nebenbedingung vorhanden ist. 
(Man multipliziert mit (-1) um eine <= NB zu erhalten)

	

	Dadurch sind die ersten Iterationsschritte etwas anders. Aber sobald alle bi positiv sind arbeitet man mit dem schon bekannten primalen Simplex weiter.

	
	
	
	

	Theoretische Vorgangsweise:
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	1) Wahl der Pivotzeile:
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Die Pivotzeile ist die Zeile in der sich das kleinste bi befindet.
	
	

	Das bi muss aber negativ sein. Ist kein bi<0 dann ist bereits eine zulässige Lösung vorhanden.

	Um dann eine optimale zu erreichen wenden wir den primalen Simplex an.
	

	
	
	
	
	
	
	

	2) Wahl der Pivotspalte:
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Ich suche das größte c/a. c`s befinden sich in der F-Zeile. Die a`s in der Pivotzeile. Das ausgewählte a ist das Pivotelement.
	

	
	
	
	
	

	3) Tableau-Transformation
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	funktioniert wie beim primalen Simplex
	
	
	
	

	nur statt einer zulässigen Basislösung kann man nur eine unzulässige bestimmen.
	

	
	
	
	
	
	
	

	Beispiel eines dualen Simplex:
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Problem:
	
	
	
	
	
	

	F(x1,x2) 2x1 + x2 --> MAX
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	NB:
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	x1 + x2 >= 8
	
	
	
	
	
	

	3x1 + x2 >= 12
	
	
	
	
	

	x1 + x2 <= 10
	
	
	
	
	

	x1,x2 >= 0
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	>= NB werden mit (-1) multipliziert und die Schlupfvariablen werden hinzugefügt.
	


	Dann kommen die Bedingungen in Normalform in das Simplex Tableaus
	

	
	
	
	
	
	
	

	BV
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	bi

	x3
	-1
	-1
	1
	
	
	-8

	x4
	-3
	-1
	
	1
	
	-12

	x5
	1
	1
	 
	 
	1
	10

	F
	-2
	-1
	0
	0
	0
	0

	
	
	
	
	
	
	

	Unzulässige Basislösung: x3 =-8, x4=-12, x5=10; x1=x2=0; F=0
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Die Zeile mit x4 als BV wird die Pivotzeile da -12 das kleinste Element ist.
	

	(-1) wird das Pivotelement da (-1/-1) größer ist als (-3/-2)
	
	

	x2 kommt statt x4 in die Basis.
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Nun muss die Pivotzeile wie beim primalen durch das Pivotelement dividiert werden und alle Werte der Pivotspalte auf null gebracht werden.

	
	
	
	
	

	BV
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	bi

	x3
	2
	 
	1
	-1
	
	4

	x2
	3
	1
	
	-1
	
	12

	x5
	-2
	 
	 
	1
	1
	-2

	F
	1
	0
	0
	-1
	0
	12

	
	
	
	
	
	
	

	Unzulässige Basislösung: x2=12, x3=4, x5=-2; x1=x4=0; F=12
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Die Zeile mit x5 als BV wird die Pivotzeile da -2 das kleinste Element ist.
	

	(-2) wird das Pivot Element da (1/-2) größer ist als (1/-1)
	
	

	x1 kommt statt x5 in die Basis
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Nun muss die Pivotzeile wie beim primalen durch das Pivotelement dividiert werden und alle Werte der Pivotspalte auf null gebracht werden.

	
	
	
	
	

	BV
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	bi

	x3
	
	 
	1
	
	1
	2

	x2
	
	1
	
	(1/2)
	(3/2)
	9

	x5
	1
	 
	 
	(-1/2)
	(-1/2)
	1

	F
	0
	0
	0
	(-1/2)
	(1/2
	11

	
	
	
	
	
	
	

	Nun befindet sich kein negatives bi mehr in der bi Spalte. Wir erhalten eine zulässige Lösung:

	
	
	
	
	
	
	

	Zulässige Lösung: x1=1, x2=9, x3=2; x4=x5=0; F=11 
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Da kein negatives bi mehr vorhanden ist wird solange der primale Simplex angewandt bis wir eine optimale Lösung erhalten.

	
	
	
	
	
	

	BV
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	bi

	x3
	
	 
	1
	
	1
	2

	x4
	
	2
	
	1
	3
	18

	x1
	1
	1
	 
	 
	1
	10

	F
	0
	1
	0
	0
	2
	20

	
	
	
	
	
	
	

	Nach Anwendung des primalen Simplex erhalten wir dieses Tableau. Da die F-Zeile nur positive Werte

	enthält haben wir eine optimale Lösung gefunden.
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Optimale Basislösung: x1=10,x3=2,x4=18; x2=x5=0; F=20
	
	


3. Sonderfälle von LPs
(1) Keine zulässige Lösung

Es gilt: X=0

· Primale Unzulässigkeit: das Nebenbedingungssystem sei nicht widerspruchsfrei

Dualer-Simplex:

In Schritt 2 findet man nur a’sj >= 0 ( keine optimale Lösung

M-Methode:

Alle Einträge in der F-Zeile werden positiv ( optimale Lösung, jedoch befinden sich noch immer künstliche Variablen yi > 0 in der Basis

[image: image7.png]



(2) Keine optimale Lösung

Trotz zulässiger Lösungen lässt sich keine optimale Lösung finden; jede zulässige Lösung lässt sich weiter verbessern

· Duale Unzulässigkeit: Beim primalen-Simplex lässt sich in Schritt 1 lässt sich eine Pivotspalte finden, in der Spalte befinden sich jedoch nur Elemente a’it <= 0 

( keine zulässige Lösung

Dieser Fall entsteht hauptsächlich bei falscher Dateneingabe

[image: image8.png]



Zwischen 1. Und 2. Sonderfall besteht Zusammenhang

(3) Mehrere optimale Basislösungen (parametrische Lösungen, duale Degeneration)

Im Tableau mit der erhaltenen optimalen Lösung ist für mindestens eine Nichtbasisvariable der Eintrag in der F-Zeile gleich 0.

Würde man diese Variable in die Basis aufnehmen, so erhielte man eine weitere optimale Basislösung.

Mit zwei optimalen Basislösungen x1 und x2 sind auch alle durch Konvexkombinationen erhältlichen Nichtbasislösungen optimal.

[image: image9.png]



(4) Redundante Nebenbedingungen

Eine <= Nebenbedingung ist redundant, wenn die linke Seite einer Linearkombination gleich ist und die rechte Seite kleiner ist. Z.B. 

1: 
x1 + x2 <= 7 








2: 
x1 + x2 <= 9

2. NB ist redundant

Eine >= Nebenbedingung ist redundant, wenn die linke Seite einer Linearkombination gleich ist und die rechte Seite größer ist. Z.B. 

1: 
x1 + x2 >= 7 








2: 
x1 + x2 >= 9

1. NB ist redundant

[image: image35.emf] 


(5) Primale Degeneration

Ein oder mehrere Basisvariablen einer Basislösung besitzen den Wert 0.

Mehrere Lösungen schneiden sich an einem Punkt P( Gefahr des Kreisens beim Simplex-Algorithmus, d.h. es gelingt nicht den Eckpunkt wieder zu verlassen

[image: image10.png]



Zwischen 3. Und 5. Sonderfall besteht ebenfalls ein Zusammenhang

Beispiel:

Maximiere F(x1, x2) = 10x1 + 20x2
NB:

x1 + x2 <= 100


Maschinen

6x1 + 9x2 <= 720

Rohstoff

x2 <= 60


Montage

NNB:

x1, x2 >= 0

Starttableau:

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	bi

	x4
	1
	1
	2
	1
	
	
	100

	x5
	6
	9
	10
	
	1
	
	720

	x6
	
	1
	
	
	
	1
	60

	F
	-10
	-20
	-15
	0
	0
	0
	0


Optimaltableau:

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	bi

	x4
	
	
	1/3
	1
	-1/6
	1/2
	10

	x1
	1
	
	5/3
	
	1/6
	-3/2
	30

	x2
	
	1
	
	
	
	1
	60

	F
	0
	0
	5/3
	0
	5/3
	5
	1500


· Bei einer alternativen Verwendung von ∆2 = 1 ME des Rohstoffes verschiebt sich diese Bedingung nach links. In der dann optimalen Lösung werden von P1 genau 1/6 ME weniger als in der bislang betrachteten hergestellt. Dadurch reduziert sich der Zielfunktionswert um 1/6 * 10 = 5/3; Die inputorientierten OK sind somit 5/3.

Bei Erhöhung der Rohstoffkapazität lässt sich die Menge von P1 um 1/6 steigern; somit ist auch der i-ON des Faktors 5/3.

· Eine Reduktion oder Erhöhung der Maschinenkapazität um 1 KE hat dagegen keine Auswirkungen auf den Zielfunktionswert. Man erkennt, dass i-OK und i-ON eines in der optimalen Lösung nicht knappen Faktors den Wert 0 besitzen (Wegen des Schlupfes).

· Produkt P3 wird in der optimalen Lsg. Nicht hergestellt. Wird von den Inputfaktoren Kapazität für die Produktion von x3 = 1, nämlich 2, 10 bzw. 0 ME, reserviert, so führt dies zu einer Linksverschiebung der Maschinen – und der Rohstoffrestriktion, wobei in diesem Fall nur das letztere bedeutsam ist. 

Sie bewirkt eine Reduktion des ZFW um 10/6 * 10 = 50/3.

Ein ON lässt sich, da P3 in der Ausgangslösung nicht produziert wird, nicht angeben. 

Seine Ermittlung würde über v.a. dann nützlich und sinnvoll sein, wenn für das Produkt eine explizit vorgegebene und in der optimalen Lösung genau realisierte untere Schranke λ3 existiert.
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Sensitivitätsanalyse

Darunter versteht man das Testen der optimalen Lösung eines Optimierungsmodells auf Reaktionen gegenüber Veränderungen der Ausgangsdaten.

Zu diesen zählen die Zielfunktionskoeffizienten cj sowie die rechten Seiten bi und die Koeffizienten aij der Nebenbedingungen. Im weiteren Sinne gehört auch der Test der optimalen Lösung im Hinblick auf weitere Entscheidungsalternativen (zusätzliche Strukturvariablen des Problems) zur Sensitivitätsanalyse.

Man beschäftigt sich mit der Frage, wie viel ein einzelner Koeffizient cj bzw. ein einzelnes bi  verändert werden kann, ohne dass die optimale Lösung ihre Optimalitätseigenschaften verliert.

Maximierungsprobleme werden betrachtet.

Änderung von Zielfunktionskoeffizienten

Der Bereich [ck – ck- , ck + ck+], in dem sich der Zielfunktionskoeffizient ck ändern darf, ohne dass ein Basistausch erforderlich ist.

Es ist zu unterscheiden, ob xk Nichtbasis- oder Basisvariable ist.

1) Ist xk Nichtbasisvariable mit den aktuellen Reduzierten Kosten c’k, so gilt ck- = ∞ und ck+ = c’k. 

ck- = ∞ bedeutet, die Variable xk in dem von uns betrachteten Maximierungsproblem mit einer betragsmäßig beliebig großen, negativen Zahl zu bewerten. Damit bleibt die Variable natürlich stets Nichtbasisvariable. Beispielsweise werden bei der M-Methode die künstlichen Variablen mit –M bewertet. Die Richtigkeit von ck+ = c’k überlegt man sich z.B. leicht anhand des obigen Produktionsplanungsproblems.

2) Ist xk Basisvariable und sind a’ij, b’i und c’j die aktuellen Koeffizienten im Optimaltableau, dann haben die Elemente des Zeilenvektors der Zeile, in der die Basisvariable steht und die Eintragungen c’j der F-Zeile Einfluss auf den Schwankungsbereich.

[image: image36.emf] 


….hier verändert sich das cj (Deckungsbeitrag) 

….Steigung verändert sich

Änderung von Ressourcenbeschränkungen
Der Bereich [bk – bk- , bk + bk+], in dem eine Ressourcenbeschränkung bk bei Konstanz aller übrigen Parameter variiert werden kann, soll gesucht werden, ohne dass die Lösung die Optimalitätseigenschaften verliert. Für sämtliche Werte des zu bestimmenden Intervalls sollen optimale Lösungen dieselben Basisvariablen besitzen; deren Werte dürfen jedoch in Abhängigkeit von bk variieren.

Die Variation der rechten Seite beeinflusst die Schlupfvariable der k-ten NB, also die Varible xp+k. Ist sie Basisvariable, so könnte sie durch Veränderung von bk diese Eigenschaft verlieren; ist sie Nichtbasisvariable, so könnte sie (oder eine andere Variable) dadurch Basisvariable werden. Somit sind, setzen wir q = p + k, die folgenden beiden Fälle zu unterscheiden:

1) xq Nichtbasisvariable und sind a’ij, b’i und c’j die aktuellen Koeffizienten im Optimaltableau, dann haben die Elemente des Spaltenvektors a’q und der rechten Seite b’ Einfluss auf den Schwankungsbereich. ungsproblems.

2) Ist xq Basisvariable, so gilt bk- = xq und bk+ = ∞.

[image: image37.emf] 


…hier ändert sich eine NB (bi + aij)

…Höhe ändert sich
4. Optimierung bei mehrfacher Zielsetzung
a. Lexikographische Ordnung von Zielen
Ordnen der Ziele nach Wichtigkeit (A>>B>>C…>>N).

1. Schritt: Optimierung ausschließlich wichtigstes Ziel ( Menge der optimalen Lösungen XA

2. Schritt: Optimierung bezüglich zweitwichtigstes Ziel, Menge der zulässigen Lösungen XA ( Menge optimale Lösungen XB
….

N.Schritt ( Menge optimale Lösungen XN
( Lösung
b. Zieldominanz
Ein Ziel wird als Hauptziel deklariert. Alle anderen Nebenziele in >=, <= Nebenbedingungen umgewandelt.

Maximierende Nebenziele ( >= Bedingung mit unterer Schranke

Minimierende Nebenziele ( <= Bedingung mit oberer Schranke

Probleme könnten auftreten, falls ungünstige Schranken gewählt werden.

c. Zielgewichtung
Bewertung der Ziele mit reellen Zahlen.

Summe der Bewertungen = 1; Bewertungen >= 0 und <= 1

( Führt zu neuer Zielfunktion. Nebenbedingungen bleiben gleich.

Beispiel:

	
	Produkte
	

	
	1
	2
	3
	Bewertung

	Gewinn
	12
	9
	15
	0,5

	Prestige
	5
	3
	4
	0,2

	Umwelt
	5
	7
	8
	0,3

	Summe
	8,5
	7,2
	10,7
	

	
	
	
	
	

	ZF:
	8,5.x1 + 7,2.x2 + 10,7.x3
	


d. Berücksichtigung von Abstandsfunktionen
Zunächst für jedes Ziel gesondert den Zielfunktionswert ermittelt ZF*i
ZF*1, ZF*2, ZF*3,…

Anschließend gesamte Lösung gesucht, bei der die Abstände zwischen ZF*i und den durch die Lösung gewährleisteten Zielfunktionswerte möglichst gering sind.

Zusätzlich können die einzelnen Abstände mit Parametern gewichtet werden (wie bei Zielgewichtung).

Minimiere =  
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bei 1 <= p < unendlich
p … je größer, desto stärker werden große Abweichungen bestraft.

Für p = 1 ( Lösbar durch lineare Optimierung, gleich wie Zielgewichtung:



Minimiere = 
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Für p = unendlich ( Minimax Funktion; nicht linear lösbar
5. LPs mit spezieller Struktur
Das klassische Transportproblem
∑ai = ∑bj  Gesucht ist kostenminimaler Transportplan dass alle Bedarfe Befriedigt werden 

xij = Mengeneinheit von Ai zu Bj              cij = kosten

Minimiere F(x) = ∑∑cijxij  unter 
NB: ∑xij = ai für alle Anbieter

und ∑xij = bj für alle Nachfrager

xij > 0

Abweichungen von der Realität:

- Mengenrabatte werden nicht berücksichtigt;  -  Pro Fahrt wären mehrere Produkte beförderbar; -  Es wären zugleich mehrere Abnehmer belieferbar;  - Produktionsmenge wäre nicht gleich der geforderten Menge

Nordweststreckenregel

1) Xij = min(ai, bj) 
2) 2) Ai = ai – xij; bj = bj – xij  
3) 3)  Wenn ai = 0 ( i + 1 sonst j +1

Vogelsche Approximationsmethode

Start alle Zeilen und Spalten sind unmarkiert alle xij = 0

1) Für alle unmarkierten Zeilen i die Differenz zw. Niedrigsten und 2 niedrigsten Preis berechnen

2) Für jede unmarkierte Spalte Differenz berechnen

3) Wähle unter allen unmarkierten Zeilen und Spalten die mit der größten Differenz

4) Nimm die Variable xij = min(ai, bj)
ai = ai – xij
bj = bj – xij

Wenn ai = 0 markiere Zeile i sonst Spalte j 

Spaltenminimum Methode

Start alle Zeilen sind unmarkiert, alle xij = 0 

1. Suche Spalte j unter Kostenelementen cij, die in nicht markierten Zeile stehen Minimum chj
2. Nimm Variable xhj mit Wert xhj = min(ah,bj) in Basis

3. Reduziere ah = ah – xhj und bj=bj-xhj
4. Falls ah = 0 markiere Zeile h und beginne erneut sonst Spalte j + 1

5. Abbruch wenn Spalte n erreicht und m+n-1 Basisvariablen bestimmt sind
Modi Methode

Ausgehend von einer zulässigen Basislösung (von Nordweststreckenregel, Vogel’schen Approximations-Methode, Spaltenminimum - Methode) eines Transportproblems, liefert MODI Methode in eine optimale Basislösung. 

Sie verwendet Optimalitätsbedingungen, die sich vom komplementären Schlupf ergeben. Für deren Formulierung benötigen wir das duale Problem. 

Maximiere:
  FD (u,v) = [image: image15.png]ai = ui + X7, bj = vj




Nebenbedingungen:        ui+vj < cij 
für alle i und j

Für optimale Lösungen x des primalen und dualen Problems muss gelten:       xij*(cij-ui-vj) = 0


Bei positiven xij bzw. positiven Schlupf in Nebenbedingung des dualen Problems folgt


xij > 0 ( ui+vj = cij 
bzw. 
ui+vj < cij 
(
xij=0
Berechnung  Ablauf

1. Bestimmung der Dualvariablen: ui+vj = cij
2. Berechnung der Reduzierten Kosten für Nichtbasisvariabläen: cijstrich = cij-ui-vj
3. Basistausch: wählt kleinste (negativen) reduzierten Kosten. Variable sollte größten Wert annehmen ohne das eine Basisvariable negativ wird ( = min(Basisvariablen)

4. Bildet Kreis mit den Basisvariablen (rauf/runter/links/rechts) und zählt +-( bei Basisvariablen

5. Abbruch wenn alle reduzierten Kosten >=0 sind und die Optimalitätsbedingungen erfüllt sind. 

Es wird geprüft ob für alle Nichtbasisvariablen die Nebenbedingungen des dualen Problems (ui + vj <= cij) eingehalten werden.

Umladeproblem

Allgemein: Das Umladeproblem ist ein Optimierungsproblem aus dem Bereich der Logistik: Güter werden an verschiedenen Stätten produziert und sollen zu unterschiedlichen Abnehmern transportiert werden, wobei ein oder mehrere Orte als Umladeknoten genutzt werden können. Das Ziel ist, die Transportkosten durch Umladen von Waren zwischen Fahrzeugen an Umladepunkten zu minimieren.

Gesucht:  kostenminimaler Transportplan, dass alle Nachfragen befriedigt und alle Angebote ausgeschöpft sind.

Va...Angebotsknoten     Vb...Nachfrageknoten       Vu...Umladeknoten

cij...Kosten für Transport von Knoten i nach j        xij...Zu transportierende Menge von i nach j

Es gilt: 

    [image: image17.png]Yive@i = Xippbi



 
Minimiere 
   F(x) = [image: image19.png]Y j Cij * xij










NB:  

-  [image: image21.png]
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 =  ai für Va, -bi für Vb, 0 für Vu






Spezialfall des Umladeproblems: zweistufige Transportproblem
Das lineare Zuordnungsproblem

Beim linearen Zuordnungsproblem handelt es sich um ein spezielles klassisches TPP mit m = n und ai = 1 und bj = 1.

N Arbeitern sollen n Tätigkeiten bei bekannten Kosten cij so zugeordnet werden das gilt:

· Jeder Arbeiter führt genau 1 Tätigkeit aus, jede Tätigkeit genau 1 arbeiter

· Ermittelte Arbeitsplan soll Kostenminimal sein

Wählen wir xij mit der bedeutung  xij = 1 falls Arbeiter  i Tätigkeit j zugeordnet wird sonst  xij = 0 

Minimiere F(x) = [image: image25.png]



NB:
[image: image27.png]Xy xij
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Graphentheorie

6. Der Dijkstra – Algorithmus 
Voraussetzungen:

· Die Problemstellung muss in die Gestalt eines Graphen gebracht werden. 

· Orte werden Knoten

· Verbindungsstrecken werden Kanten

· Kanten sind Distanzen, Dauer oder Kosten zugeordnet

· Man erhält einen gerichteten und gewichteten Graphen mit Werten für die Gewichtung

Man kann zwischen 2 Graphen unterscheiden:

· gerichtete Graphen

[image: image38.emf] 

Alle Kanten können nur einmal befahren werden und man muss nicht alle Knoten befahren. Man muss den Startknoten richtig wählen um alle Knoten zu befahren.

· Ungerichtete Graphen

Alle Kanten können so oft man will befahren werden und man kommt zu jedem Knoten.

Beschreibung

Der Dijkstra bestimmt die kürzeste Distanz zu seinen Nachbarknoten bzw. zu einem Zielknoten und es kann auch der Weg bestimmt werden.

Es wird für jeden Knoten die Distanz zum Startknoten gespeichert. Für den Weg wird auch der kürzeste Vorgängerknoten gespeichert. Er geht vom Startknoten aus und sucht sich den kürzesten Nachbarknoten. Von dort kommen neue Knoten in die Front. Die Distanz dieser Knoten und die des Vorgängers werden addiert und verglichen. Die kürzeste Distanz, die in der Front steht, kommt von der Front heraus. Dieser Vorgang wird solange wiederholt, bis man den kürzesten Weg zum Zielknoten ermittelt hat.

Beispiel:

Der Algorithmus wird meistens bei Routen oder Tourenplanung eingesetzt. Die Knoten stellen die Standorte und die Kanten die Straßen (Distanz) dar. Der Dijkstra- Algorithmus stellt vom Startknoten zum Zielknoten den kürzesten Weg dar.

Beispiel:

[image: image39.emf] 

[image: image40.emf] 


[image: image41.emf] 

[image: image42.emf] 

[image: image43.emf] 

[image: image44.emf] 

[image: image45.emf] 

[image: image46.emf] 

[image: image47.emf] 

[image: image48.emf] 

[image: image49.emf] 

[image: image50.emf] 

[image: image51.png]XK



[image: image52.png]


[image: image30.png]



Kürzeste Wege:

[image: image31.png]/1 2 3 4 5
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7. Der FIFO – Algorithmus

Bei diesem Verfahren werden die Knoten in der Front in Form einer Schlange angeordnet. Ausgewählt wird stets derjenige Knoten der Front der als erster in die Schlange gelangt ist. Neu in die Front kommende Knoten werden am Ende der Schlange angefügt.

Das Ergebnis ist da selbe wie beim Dijkstra.

Beispiel:
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8. Der Kruskal – Algorithmus
Voraussetzung ist ein bewerteter und ungerichteter Graph.

Mit diesem Algorithmus kann man den minimalen spannenden Baum und den minimalen 1 Baum eines Graphen ermitteln.

Man sortiert die Kanten des Graphen und fängt mit der am niedrigsten bewerteten Kante des Graphen an und ordnet sie steigend. Dabei muss man darauf achten, dass kein Kreis entsteht. Das Verfahren endet, wenn durch eine weitere Kante ein Kreis entstehen würde. Danach wird die Summe der sortierten Kanten ausgerechnet.

Diese Methode wird dazu verwendet z.B. Versorgungsnetze für Wasser, Fas oder Telefon, so zu planen. Dabei werden die Kanten mit Baukosten oder Betriebskosten bewertet. Der, nach der Anwendung des Kruskal herauskommende, minimal spannende Baum, sorgt für minimale Gesamtkosten des Versorgungsnetzes.
Sortierung:

[1,3], [2,5], [3,5], [1,2], [2,3], [3,4], [5,6], [1,4], [3,6], [4,6]

Summe: 16

Simulation und Warteschlangentheorie
9. Der Ankunfts und Abfertigungsprozess
Der Ankunftsprozess

Annahmen um Ankunftsprozess in Wartesystem durch homogene Markovkette zu Beschreiben:

· Durchschnittlich alle T Zeiteinheiten ein Kunde eintreffen, Ankunft voneinander unabhängig 

· Eintreffen eines Kunden in jedem Zeitpunkt gleichwahrscheinlich  

· Für Beobachtung wird Zeitraum (t so gewählt das in (t höchstens ein Kunde ankommen kann.

· aij sei der Zustand, dass bis zu bestimmten Zeitpunkt genau i Kunden angekommen sind 

· Unterstellt werden unendliches Kundenreservoir und unbeschränkter Warteraum

Ankunftsrate:
(=1/T 




Keine Ankunft:
1-(= 1-1/T

WS für Ankunft Kunden in (t ZE:  (*(t

Keine Ankunft von Kunden in (t ZE:  1- 1-(
Übergang von Zustand ai zu Zustand aj während Intervalls (t ( Übergangsmatrix aufstellen

Bernoulli Verteilung: Übergang von ai zu ai bzw. ai zu ai+1 während Intervalls (t Mit Binomialverteilung:  WS berechnen, dass nach n * (t ZE bestimmte Anzahl an Kunden angekommen 

Poisson Verteilung :  weniger Aufwand,  näherungsweise mit
(=n*(*(t

Exponentialverteilung:  liefert mit 1-e-(*(t*n die WS, dass zw. Ankunft 2er Kunden höchstens n * (t ZE vergehen 

Abfertigungfertigungsprozess:

Folgende Annahmen

· Austrittszeitpunkte unabhängig voneinander, durschnittlich alle Tstrich ZE Kunde System verlassen

· Austritt zu jedem Zeitpunkt gleichwahrscheinlich 

· In gewählten Beobachtungszeitraum (t höchstens ein Kunde abgefertigt

· Ai sei der Zustand dass bis zu bestimmten Zeitpunkt genau i Kunden abgefertigt wurden

Abfertigungsrate:   (=1/Tstrich pro ZE 

WS das kein Kunde System Verlässt:       1-(=1-1/Tstrich

Ankunfts und Abfertigungsprozess unabhängig voneinander Abfertigungsrate > Ankunftsrate 
 ( > ( und damit Tstrich < T Verfügbarer Warteraum sei auf N Kunden beschränkt;
ai… Zustand in bestimmten Zeitpunkt genau i Kunden im System befinden; in (t…höchstens ein Kunde ankommen und oder abgefertigt werden ( Es lässt sich Übergangsmatrix entwickeln 

(*(t


WS einer/keiner abgefertigt wird

1- (*(t



((*(t)*( (*(t)

WS einer ankommt/ einer abgefertigt 

((*(t)*(1-(*(t)
WS dass einer ankommt / keiner abgefertigt 

(1-(*(t)*((*(t)
WS dass keiner ankommt / einer abgefertigt

(1-(*(t)*(1-(*(t)
WS dass keiner ankommt / keiner abgefertigt

10. Verteilungsfunktionen und Zufallszahlen
Kontinuierliche Dichtefunktion 

Gleichverteilung: 

Dreiecksverteilung:  
Normalverteilung: 
Diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Empirische Funktionsverläufe:  

In Praxis beobachtbare Zufallszahlen lassen sich in der Regel allenfalls näherungsweise durch eine mathematische Funktion beschreiben. Man spiegelt Verhalten in begrenzten Beobachtungszeitraum wieder, können als Basis zufallsgesteuerte Experimente dienen.

Signifikanztests:  

Stochastischer Verlauf einer Inputgröße folgt normal Verteilungstyp. Solche Verläufe können stichprobenartig getestet werden. Stimmt Ergebnis im Widerspruch zu Verteilung, gilt Ergebnis statisch widerleg. Solche Tests heißen Signifikanztests

Erzeugung von Zufallszahlen

Echte Zufallszahlen durch Ziehung oder wie bei Lotto.

Pseudo-Zufallszahlen:

· Zufallszahlen- Generators arithmetisch ermittelt

· Ausnutzen von Unregelmäßigkeiten in der Ziffernfolge bei der Dezimaldarstellung der Zahlen e, PI, Wurzel(2)

· Ausnutzen der Frequenzen des natürlichen Rauschens (z.B. Radio=

Anforderungen an einen Zufallszahlengenerator:

· Gute Annäherung der Verteilung an Verteilungsfunktion durch Pseudo- Zufallszahlen

· Die Zahlenfolgen sollen reproduzierbar sein. Wichtig für Algorithmen anhand derselben zufälligen erzeugten Daten vergleichen möchte.

· Die Zahlenfolgen sollen eine große Periodenlänge aufweisen.

· Die Generierungszeit soll kurz und der Speicherplatzbedarf gering sein.
Standartzufallszahlen: Kongruenzmethode von Lehmer
Voraussetzung: Parameter a,m Element Natürliche und b Natürliche und 0

Start: Wähle eine beliebige Zahl g0 Element Natürliche       
Iteration i (=1, 2 ,…):

Bilde gi = (a*gi-1 + b) – ( (a* gi-1+ b)/m) *M = ist der ganzzahlige Rest der nach Division von a* gi-1+ b durch m verbleibt, z.B. liefert die Division 29/8 den ganzzahligen Rest gi = 5.

Berechne die Zufallszahl zi = gi/m.

Diskret verteilte Zufallszahlen

 In ökonomischen Simulationsrechnungen benötigt man oft diskrete Zufallszahlen, die einer empirisch ermittelten Verteilung folgen
Bernoulli- verteilte Zufallszahlen

 Zufallszahlen x mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit p erhält man durch wiederholtes Erzeugen von im Intervall (0,1) gleichverteilten Zufallszahlen z. Im Falle z <=p nimmt x den Wert 1 und ansonsten den Wert 0 an.
Binomial- bzw. B(n,p)- verteilte Zufallszahlen

Man generiert n Bernoulli- verteilte Zufallszahlen und addiert die Ergebnisse.
Poisson- verteilte Zufallszahlen

Wie viele Kunden pro Zeiteinheit ankommen, der Abstand dabei ist exponential verteilt. Zusammenhang zwischen Poisson und exponential- Verteilung.

Erzeugung: während des Beobachtungszeitraums n* dt exponentialverteilte Zufallszahlen und summieren die Anzahl der zugehörigen Ankünfte. (poisson verteilt).

Kontinuierlich verteilte Zufallszahlen

Gleichverteilte Zufallszahl  x = a+z*(b-a)

Satz 10.1: Z sei eine im Intervall (0,1) gleichverteilte Zufallsvariable. Ist F eine Verteilungsfunktion, für die Umkehrfunktion F-1 existiert, so besitzt die Zufallsvariable X = F-1(Z) die Verteilungsfunktion F.

Exponentialverteilte Zufallszahlen: Anwendung von Satz 10.1

F(x) = 1-e-δx (( e-δx = 1-z = Verteilungsfunktion

Durch logarithmieren erhält man:

-δx ln e = ln(1-z) (( x = -1/δ ln(1-z) oder x = -1/δ ln(x)

Dreiecksverteilte Zufallszahlen:

Betrachtet wird die (gleichschenkelige) Dreiecksverteilung mit a=1, b = 2 und c = 3.

Verteilungsfunktion: 
 f(x) = 
x-1
1<=x<=2
F(x) =  
0

für x <=1
          



3-x
2<=x<=3

x²/2-x+1/2
für 1<=x<=2

          



0
sonst


3x-x²/2-7/2
für 2<=x<=3









1

sonst

Gleichsetzend der Standartzufallszahl z mit F(x) führt zu folgenden Werten von x:

x =  
1+√2z

für 0<=z<=1/2

3 - √2-2z
für ½ <=z<=1

Die Zahlen xi sind aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes der Statistik näherungsweise Normalverteilt mit dem Erwartungswert my = 0 und der Standartabweichung = 1

11. Markov-Ketten
Homogene Markovketten

Anwendung: 
Können anschaulich zur Beschreibung der Ankunft und Abfertigung von Kunden in einem Warteschlangensytem verwendet werden. z.B.: Frosch hält sich ständig auf Seerosenblätter ( stochastischer Prozess d.h.  Zufallsbedingter Ablauf in der Zeit. 

pij = WS das für Übergang von Zustand i zu Zustand j

th, th+1 = 2 aufeinanderfolgende Zeitpunkte

Wahrscheinlichkeiten zusammenfassen in Matrix P = pij 
Wahrscheinlichkeiten für 2.. n Perioden ( P2 = P*P…Pn = Pn-1*P

Gleichgewichtsmatrix:  
Für hinreichend großes n ergibt sich gleiche Matrix Pn 
Veranschaulicht Wahrscheinlichkeit, dass nach n Perioden ein bestimmter Zustand eintritt, unabhängig welcher Zustand zum Zeitpunkt 0 bestand. 

Ist ein stochastischer Prozess mit speziellen Eigenschaften:

· Da diskrete Beobachtungszeitpunkte th unterstellt werden, nennt man ihn eine stochastische Kette

· Da der Übergang von Zustand i im Zeitpunkt th zum Zustand j im Zeitpunkt th+1 unabhängig von vergangenheit ist nennt man ihn eine Markovkette

· Da die Übergangswahrscheinlichkeiten pij zeitinvariant sind, bezeichnet man dies als homogene Markovkette

12. Simulationstechnik
Simulation

Dient vor allem der Analyse stochastischer Problemstellungen

Dient zur Vorhersage der Zustände einzelner Komponenten und des Gesamtsystems, wobei dies Zustände meist von einer Fülle von Einflussfaktoren in Form von Wahrscheinlichkeitsverteilungen abhängen. 
Grundlegende Arten der Simulation 
Monte Carlo Simulation (zeitliche Verhalten spielt keine Rolle)

Ist geeignet zur Analyse statischer Probleme mit bekannten Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

z.B.: Roulette WS gleich groß für jede Zahl und unabhängig auf welcher Zahl sie zuvor war. Somit statisches Spiel Zeitaspekt spielt keine rolle
Diskrete Simulation (bezieht sich auf Zeitverlauf)

Befasst Modellierung von dynamischen Systemen. Zustand durch zeitabhängige Zustandsvariablen beschrieben. Variablen ändern sich durch Eintritt von Ereignissen an bestimmten endlichen Zeitpunkten. 
Periodenorientierte Zeitführung

Wird jeweils um (t ZE erhöht. Nach jeder Aktualisierung wird überprüft ob Ereignisse eingetreten sind die zu Veränderung der Zustandsvariablen führen
Ereignisorientierte Zeitführung

Man ermittelt Zeitpunkte an denen zukünftige Ereignisse eintreten. Dann Simulationsuhrzeit mi Zeitpunkt des Eintrittes gleichgesetzt und Zustandsvariable aktualisiert. So lange fortgesetzt bis bestimmte Abbruchbedingung eintritt
Kontinuierliche Simulation

Befasst sich mit der Modellierung und Analyse dynamischer Systeme, bei denen sich die Zustandsvariablen kontinuierlich mit der Zeit ändern. Beinhalten normal Differentialgleichungen. 

Netzplantechnik

13. vorgangsknoten- und vorgangspfeilorientiere Netzpläne

vorgangsknotenorientierte Netzpläne:

Begriffe:

Vorgang: Zeitforderndes Geschehen mit definiertem Anfang und Ende

Ereignis: Zeitpunkt der das Eintreten eines bestimmten Zustands markiert

Meilensteine: Ereignisse mit besonderer Bedeutung

Elemente: Vorgänge und Ereignisse

Elemente eines Netzplans:

· Pfeile
· Konten

· Pfeil-/Knotenbewertungen
Grundregeln:

1. Vorgänge werden als Knoten dargestellt. Reihenfolgen werden durch Pfeile

ausgedrückt.

2. Jeder Knoten hat Vorgänger: V(Knoten) = {1. Vorgänger, 2. Vorgänger,…}

3. Jeder Knoten hat Nachfolger: N(Knoten) = {1. Nachfolger, 2. Nachfolger,…}

4. Ein Vorgang beginnt zu einem bestimmten Zeitpunkt (teilweise/komplette

Fertigstellung eines Vorgängers). Für Beginn bei teilweiser Fertigstellung des

Vorgängers wird der Vorgängervorgang in zwei Teile geteilt. Es kann aber auch die

Pfeilbewertung auf eine Minuszahl gesetzt werden.

5. Beginnt oder endet ein Netzplan mit mehreren Vorgängen so werden

Scheinvorgänge für Anfang und Ende mit der Dauer 0 eingeführt.

Zeitliche Mindest- und Maximalabstände:

Minimalabstand immer ohne Querstrich; Maximalabstand immer mit Querstrich

Anfangsfolge: dAhi / đAhi 
Mindest-/Maximalabstand von Anfang h bis Anfang i

Normalfolge: dhi /đhi 

Mindest-/Maximalabstand von Ende h bis Anfang i

Endfolge: dEhi / đEhi 

Mindest-/Maximalabstand von Ende h bis Ende i

Sprungfolge: dShi / đShi  
Mindest-/Maximalabstand von Anfang h bis Ende i

Aus einem Maximalabstand entsteht ein Minimalabstand durch Umdrehen des

Richtungssinns des Pfeils und Multiplikation mit -1.

Skizze: Buch S. 102

vorgangspfeilorientierte Netzpläne:

Vorgang wird als Pfeil dargestellt

Grundregeln:

1. Vorgänge werden als Pfeile dargestellt. Knoten sind Ergebnisse.

2. Darstellung ohne Scheinvorgänge ist nur möglich wenn alle Vorgänge einer

Teilmenge K von Vorgänge, die gleichen Vorgänger haben und keiner dieser

Vorgänger einen nicht K zugehörigen Vorgang hat.

3. Scheinvorgänge werden dann benötigt wenn zwei Mengen von Vorgängen teilweise

gleiche und teilweise unterschiedliche Vorgänger haben.

4. Jedem Vorgang i wird eine Dauer ti zugeordnet. Scheinvorgänge erhalten

normalerweise die Dauer 0 (können aber auch positiv oder negativ sein).

5. Mindestabstände dhi von Vorgangsknotennetzplänen werden in

Vorgangspfeilnetzplänen durch einen Scheinvorgang mit Dauer dhi berücksichtigt.

6. Alle anderen Abstände (lassen sich in dhi umwandeln) können ebenfalls durch

Scheinvorgänge (negative Dauer) dargestellt werden.

7. Beginnt ein Vorgang zu bei teilweiser Fertigstellung eines Vorgängervorganges, so

muss der Vorgängervorgang in zwei Teile geteilt werden.

8. Beginnt oder endet ein Netzplan mit mehreren Vorgängen so werden

Scheinvorgänge für Anfang und Ende mit der Dauer 0 eingeführt, die von einem

Knoten (Start) ausgehen oder auf einen Knoten (Ende) zusammenlaufen eingeführt.

9. Parallele Pfeile sollen in Netzplänen wenn möglich nicht enthalten sein, da man sonst

den Graphen nicht in Matrixform speichern kann. Parallele Pfeile können durch das

hinzufügen eines Scheinvorgangs zu einem der beiden parallelen Vorgänge aufgelöst

werden.

Überleitung von Vorgangsknoten- zu Vorgangspfeilnetzplan:

Ein Knoten im Vorgangsknotennetzplan stellt im Vorgangspfeilnetzplan einen Pfeil mit

Anfangs und Endknoten (= Ergebnis) dar. Die Reigenfolgepfeile zwischen den Knoten im

Vorgangsknotennetzplan werden im Vorgangspfeilnetzplan zu Scheinvorgängen.
14. Zeitplanung

Hauptaufgabe der Zeitplanung (Terminplanung) ist die Bestimmung frühester und spätester Anfangs- und Endzeitpunkte für Vorgänge und Prozesse sowie die Ermittlung der Projektdauer und die Berechnung von Zeitreserven (Pufferzeiten). Grundlage ist die Schätzung von Vorgangsdauern und zeitlichen Abständen zwischen den einzelnen Vorgängen. 

Die Zeitplanung sollte generell im Zusammenhang mit der Strukturplanung erfolgen. 

Bei deterministischen Zeitplanungsverfahren wird für jede Dauer und jeden Abstand genau ein Wert geschätzt. Dieser Wert kann sich aus Aufzeichnungen für ähnliche Projekte oder subjektive Schätzungen ergeben. 

Ermittlung frühester und spätester Zeitpunkte
Bezeichnungen (Annahme: Netzplan mit n Knoten/Vorgängen, wobei Knoten 1 die einzige Quelle ist):


ti

…

Dauer des Vorganges i


dhi

…

zeitlicher Mindestabstand zwischen den Vorgängen h 




und i bei Normalfolge

FAZi

…

frühestmöglicher Anfangszeitpunkt von Vorgang i 


FEZi

…

frühestmöglicher Endzeitpunkt von Vorgang i


SAZi

…

spätestmöglicher Anfangszeitpunkt von Vorgang i


SEZi 

…

spätestmöglicher Endzeitpunkt von Vorgang i

Rechenregeln für zyklenfreie Netzpläne

Die Knoten eines zyklenfreien Netzplanes lassen sich von 1 bis n nummerieren, dass für alle Pfeile (h,i) die Beziehung h < i gilt ( topologische Sortierung. Für topologisch sortierte Netzpläne lassen sich FAZi und FEZi  in einer Vorwärtsrechnung bestimmen:


FAZi = max(FEZh + dhi)
wobei h ein Vorgangsknoten von i sein muss


FEZi = FAZi + ti
Setzt man SEZn = FEZn so lassen sich SAZi und SEZi in einer Rückwärtsrechnung ermitteln:


SEZi = min(SAZj – dij)
wobei j ein Nachfolgeknoten von i sein muss


SAZi = SEZi - ti
Pufferzeiten und kritischer Weg
Kritischer Weg
…
längster Weg in einem Netzplan

Kritischer Vorgang
…
alle Vorgänge in einem kritischen Weg

Wird die Vorgangsdauer eines kritischen Vorgangs überschritten oder verzögert sich dessen Beginn, so erhöht sich die Projektdauer um genau denselben Weg. Deshalb gilt für kritische Vorgänge:



FAZi = SAZi
bzw. 
FEZi = SEZi
Gesamtpufferzeit
…
maximale Zeitspanne um die ein Vorgang verschoben und/oder 



verlängert werden kann ohne dass sich die Projektdauer ver-



ändert.





GPi = SAZi – FAZi
Freie Pufferzeit
…
zeitlicher Spielraum der übrig bliebe, wenn i und alle Nachfolger 



von i frühestmöglich beginnen würden.





FPi = min (FAZj – dij) – FEZi

wobei j = Nachfolger(i)

Freie Rückwärtspufferzeit
…
zeitlicher Spielraum der übrig bliebe, wenn i und alle 




Nachfolger von i spätestmöglich beginnen würden.





FRPi = SAZi – max(SEZh + dhi)
wobei h = Vorgänger(i)

Unabhängige Pufferzeit
…
zeitlicher Spielraum der übrig bliebe, wenn alle Nach-




folger von i frühestmöglich und alle Vorgänger von i 




spätestmöglich beginnen würden (Kombination von FPi




und FRPi).





UPi =min(FAZi – dij) – max(SEZh + dhi) – ti





Wobei j = Nachfolger(i)






Wobei h = Vorgänger(i)






Da UPi auch negativ sein kann gilt allgemein:





UPi = max(0,UPi)

Zu besseren Veranschaulichung für den Planer lassen sich früheste und späteste Zeitpunkte sowie Pufferzeiten übersichtlich in einem Gantt- oder Balkendiagramm darstellen.

Überleitung: Vorgangsknoten- zu Vorgangspfeilnetzplänen

Ein Knoten im Vorgangsknotennetzplan stellt im Vorgangspfeilnetzplan einen Pfeil mit Anfangs- und Endknoten dar (= Ergebnis). Die Reihenfolgepfeile zwischen den Knoten im Vorgangsknotennetzplan werden im Vorgangspfeilnetzplan zu Scheinvorgängen (Vorgang mit der Dauer 0).

Bezeichnungen


thi

…

Dauer des Vorgangs(h,i)


FZi

…

frühester Zeitpunkt für das Eintreten von Ereignis i 

(FZ=0)


FAZhi

…

frühester Anfangszeitpunkt von Vorgang(h,i)


FEZhi

…

frühester Endzeitpunkt von Vorgang(h,i)


SAi

…

spätester Zeitpunkt für das Enden von Ereignis i


SAZhi

…

spätester Anfangszeitpunkt von Vorgang(h,i)


SEZhi

…

spätester Endzeitpunkt von Vorgang(h,i)

Rechenregeln für Zyklen

Vorwärtsrechnung:


FZi = max(FZh + thi)

wobei h = Vorgänger(i)


FAZhi = FZh

FEZhi = FAZhi + thi
Rückwärtsrechnung:


SZn = FZn

SZh = min(SZi – thi)

wobei i = Nachfolger(h)


SEZhi = SZi

SAZhi = SEZhi - thi
Pufferzeiten und kritischer Weg im Vorgangspfeilnetzplan

Gesamte Pufferzeit

GPi = SZi – FZi




Oder
GPij = SAZij – FAZij




Oder
GPij = SZj – FZj – tij
Freie Pufferzeit

FPij = min(FAZjk) – FEZij
wobei k = Nachfolger(j)





Oder
FPij = FZi – FEZij




Oder
FPij = FZj – FZi – tij
Freie Rückwärtspufferzeit
FRPij = SAZij – max(SEZhi)
wobei h = Vorgänger(i)





Oder
FRPij = SAZij – SZi




Oder
FRPij = SZj – SZi – tij
Unabhängige Pufferzeit
UPij = max(FZj – SZi – tij, 0)





Wie bei Vorgangsknotennetzplänen gilt auch hier:






GPi >= FPi >= UPi




Und 
GPi >= FRPi >= UPi
15. Kosten- und Kapazitätsplanung

Kostenplanung:

Frage: Bei welchen Vorgangsdauern ergibt sich die kostenminimale Projektdauer.

Kostenfaktoren:

a) Vorgangsdauerabhängige Kosten:

Durch die Beschleunigung eines Vorgangs erhöhen sich auch seine Bearbeitungskosten

b) Projektdauerabhängige Kosten:
Die Kosten steigen mit der Projektdauer an (z.B.: Opportunitätskosten hinsichtlich weiterer Aufträge oder Konventionalstrafen bei Terminüberschreitung)

Es gibt mindestens eine Optimale Lösung welche die Summe von

vorgangsdauerabhängigen Kosten und projektdauerabhängigen Kosten (= Projektkosten

Kges) minimiert.

Kapazitätsplanung:

Sind Ressourcen knapp muss man die Projektdauer unter Berücksichtigung dieser

„Engpässe“ planen.

Begriffe:

T … Projektdauer

Toben … obere Schranke für die Projektdauer (längster Weg gewertet mit maximal

Bewertungen)

Tunten … untere Schranke für die Projektdauer (längster Weg gewertet mit minimal

Bewertungen)

r … Ressource

kir … Kapazitätseinheiten der Ressource pro Periode

κr … Einheiten der Ressource die pro Periode zur Verfügung stehen

Hinweise:

- Toben soll möglichst klein definiert werden (mittels Heuristik ermitteln oder bereits gegeben)

- Früheste Anfangs- und Endzeitpunkte (FAZi, FEZi)mittels Toben ermitteln

- Späteste Anfangs- und Endzeitpunkte (SAZi, SEZi) mittels SEZn = Toben ermitteln

Verwendung der Binärvariable xiτ mit der Bedeutung: 
xiτ … Binärvariable die angibt ob der Vorgang i am Ende der Periode τ beendet ist (= 1)

oder nicht (= 0)

Grundmodell der Kapazitätsplanung:

Zielfunktion:

[image: image33.emf]
Nebenbedingungen:

[image: image34.emf]
· Die Berechnungen für die Kosten können unterschiedlich sein (siehe Beispiel 5.8)
Beispiele siehe Öhner and Friends Skript-Netzplantechnik ab Seite 9.

Kombinatorische Optimierung:

16. Einteilung – Komplexität P/NP – Heurisitiken

Einteilung

· Zuordnungsprobleme

· Das lineare Zuordnungsproblem

· Das quadratische Zuordnungsproblem

· Stundplanprobleme: Bestimmung einer zulässigen Zuordnung von Lehrern zu Klassen und Räumen zu bestimmten Zeiten

· Reihenfolgeprobleme

· Traveling Salesman Problem

· Briefträger Problem

· Allgemeine Tourenplanungssysteme

· Maschinenbelegungsprobleme

· Gruppierungsprobleme

· Probleme zur Fließbandabstimmung

· Losgrößenprobleme

· Clusteranalyse

· Zuschnitt- und Verpackungsprobleme

· Auswahlprobleme

· Knapsack Probleme

· Set Partitioning und Set Covering Probleme

Knapsack- Problem:

Der auswählbare Gegenstand j besitzt den Nutzen cj und das Gewicht wj. Das Höchstgewicht beträgt b. Welche Gegenstände packe ich ein um den höchsten Nutzen zu erreichen.

Xj = 0 oder 1. Mitnehmen oder nicht mitnehmen.

Traveling Salesman Problem:

Ein Handlungsreisender möchte, in seinen Wohnort startend und am Ende dorthin zurückkehrend, n Orte aufsuchen. In welcher Reihenfolge soll er dies tun, damit die insgesamt zurückgelegte Strecke minimal wird.

Gesucht ist der kürzeste geschlossene Weg, in dem jeder Knoten genau einmal enthalten ist.

Es fehlen noch so genannte Zyklusbedingungen um Kurzzyklen zu vermeiden.

Das quadratische Lösungsproblem:

Ist anwendbar im Bereich der innerbetrieblichen Standortplanung bei Werkstattfertigung. Unterstellt wird, dass n gleich große Maschinen auf n gleich großen Plätzen so angeordnet  werden sollen, dass die Summe der Transportkosten zwischen den Maschinen minimal ist. Dabei nimmt man an, dass die Transportkosten proportional zur zurückgelegten Entfernung und zur zu transportierenden Menge sind.

Komplexität:

Man hat für einzelne Problemtypen untersucht, welchen Rechenaufwand sie im ungünstigsten Fall verursachen, um eine optimale Lösung zu ermitteln und ist auf 2 Klassen gekommen.

· Die mit polynomialem Aufwand lösbaren Probleme gehören zur Klasse P (effizient lösbare Probleme)

z.B.: Kürzeste-Wege- und Zuordnungsprobleme bzw. Tripelalgorithmus

· Probleme, für die man keinen Algorithmus kennt, der auch das am schwierigsten zu lösende Problem desselben Typs mit polynomialem Aufwand löst, gehören zur Klasse der NP-schweren Probleme (schwer lösbare Probleme)

z.B.: ganzzahlige und kombinatorische Problemtypen

Heuristiken:

Im Hinblick auf das Laufzeitverhalten exakter Verfahren zur Lösung NP-schwerer Probleme muss man sich häufig damit zufrieden geben, lediglich gute zulässige Lösungen zu bestimmen. Verfahren, die für diesen Zweck entwickelt werden, nennt man heuristische Verfahren oder Heuristiken. Sie bieten im Allgemeinen keine Garantie, dass ein Optimum gefunden wird. Heuristiken beinhalten Vorgehensregeln, die für die jeweilige Problemstruktur sinnvoll und erfolgsversprechend sind:
· Eröffnungsverfahren, zur Bestimmung einer ersten zulässigen Lösung

· Lokale Such- und Verbesserungsverfahren zur Verbesserung einer gegebenen zulässigen Lösung

· Unvollständig exakte Verfahren, z.B.: vorzeitig abgebrochene Branch-and-Bound-Verfahren

· Kombinationen aus 1.-3.

Für eine Reihe von Heuristiken kann auch eine Worst-Case-Abschätzung vorgenommen werden, d.h.: man kann einen Faktor für die Abweichung des mit einem Verfahren schlechtestmöglich erhältlichen Zielfunktionswertes vom optimalen Wert angeben. 

Approximationsverfahren:

spezielle Gruppe von Heuristiken; erzielen mit polynomialem Aufwand eine Lösung, für die eine Worst-Case-Schranke angegeben werden kann.
17. Tabu Search und Simulated Annealing

Tabu Search:

In der einfachsten Version von Tabu Search wird in jeder Iteration die Nachbarschaft NB(x) vollständig untersucht. Unter allen nicht verbotenen Nachbarn wird derjenige mit dem besten Zielfunktionswert – auch wenn dies eine Verschlechterung darstellt – ausgewählt und als Ausgangspunkt für die nächste Iteration verwendet. Bei Maximierungsproblemen wird die größtmögliche Verbesserung oder die geringstmögliche Verschlechterung ausgewählt.

Um nun jedoch immer dann wenn eine Verschlechterung akzeptiert wurde, nicht wieder zu einer zuvor besuchten, besseren Lösung zurückzukehren, müssen derartige Lösungen verboten – tabu gesetzt - werden.
Anwendung auf Knappsack-Problem

Eine Nachbarlösung wird beim Knappsack-Problem dadurch erzielt, das ein „Bit gekippt“ wird. Das bedeutet das ein zusätzlicher Gegenstand aufgenommen bzw. einer durch einen anderen ersetzt wird. Z.B.:
x(0,1,1,0)
n(x): (0,1,1,1)

Wird an einer Position q eine 0 durch eine 1 ersetzt, so wird dieser „Zug“ durch q symbolisiert. Wird an derselben Stelle eine 1 durch eine 0 ersetzt, so wird dieser Zug als qquer bezeichnet. q und qquer bezeichnet man als zueinander komplementäre Züge.

Es werden stets die beiden letzten ausgeführten Züge verboten, in dem deren komplementäre Züge in die Tabuliste aufgenommen werden.

(B) Startlösung x = (0,0,1,1)

	Iteration
	Lösung
	Tabuliste
	Zielfunktionswert

	0
	(0,0,1,1)
	-
	5

	1
	(0,1,1,1)
	2quer
	9

	2
	(0,1,0,1)
	2quer,3
	7

	3
	(1,1,0,1)
	3,1quer
	10

	4
	(1,1,0,0)
	1quer,4
	7

	5
	(1,1,1,0)
	4, 3quer
	9

	6
	(0,1,1,0)
	3quer,1
	6


Die Wahl der Tabulistengröße (hier 2) spielt bei der Lösung des Problems eine große Rolle. Ist die Größe zu klein gewählt, gerät das Verfahren evtl. ins Kreisen. Je größer sie gewählt wird, desto größer ist auch die Gefahr, dass es keine erlaubten zulässigen Nachbarlösungen mehr gibt.

Simulated Annealing:

Simulated Annealing geht so vor, dass eine Nachbarlösung x’ Element NB(x) z.B. zufällig gewählt wird. Führt x’ zu einer Verbesserung des Zielfunktionswertes so wird x durch x’ ersetzt. Führt x’ hingegen zu einer Verschlechterung, so wird x durch x’ nur mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit ersetzt. Diese ist abhängig vom Ausmaß der Verschlechterung; ferner wird diese Wahrscheinlichkeit mit fortschreitendem Lösungsprozess immer weiter gegen null gehen.
Anwendung auf Knappsack-Problem

Eine Nachbarlösung wird beim Knappsack-Problem dadurch erzielt, das ein „Bit gekippt“ wird. Das bedeutet das ein zusätzlicher Gegenstand aufgenommen bzw. einer durch einen anderen ersetzt wird. Z.B.:
x(0,1,1,0)
n(x): (0,1,1,1)

1.) Zufällige Auswahl einer der Nachbarlösungen von x

2.) X durch Nachbarlösung X’ ersetzen

a. Verbesserung des ZF-Wertes:
x durch x’ ersetzen

b. Verschlechterung des ZF-Wertes: 
x durch x’ nur mit gewisser Wahrscheinlichkeit ersetzen (abhängig vom Prozess)

3.) Abbruch: 


· Erreichen einer maximalen Anzahl von Iterationen

· Akzeptanzrate fällt unter einen vorgegeben Wert (zu große Verschlechterung)

· es wird innerhalb einer fixen Anzahl von Iterationen keine Verbesserung erzielt

Bei der Variante des „Treshhold Accepting“ wird die Lösung x nur dann durch x’ ersetzt, wenn die Verschlechterung einen Betrag d nicht überschreitet. D wird im Laufe des Verfahrens sukzessive auf 0 reduziert.
18. Genetische Algorithmen
Genetische Algorithmen beruhen auf dem Prinzip der Evolution. Es werden Populationen
(Mengen) an Lösungen erzeugt, dann wird durch Kreuzung, Mutation und Selektion eine

Nachkommens-Population erzeugt.
· Kreuzung: Von zwei „Elternlösungen“ wird je ein Teil genommen und diese zu einer Nachkommens-Population zusammengesetzt.
· Mutation: Lösung wird an einer oder mehreren Stellen verändert (z.B. 0 wird 1 und

umgekehrt)

· Selektion: Aus der Elterngeneration/-population werden besonders gute Lösungen

gewählt und in die Nachkommens-Population aufgenommen
Begriffserklärungen:

Population = Teilmenge von zulässigen Lösungen

Individuum = Eine zulässige Lösung

Gene = Variablen
Vorteile:
- Kein Vorwissen über den Problemraum nötig

- Breite Einsetzbarkeit

- Geringe Entwicklungs- und Einsatzkosten

- Lösungen sind interpretierbar (anders als bei neuronalen Netzen)

- Schnell sehr gute Lösungen (nach 17-20 Generationen)

Nachteile:
- Keine garantierte optimale Lösung in endlicher Zeit

- Schwache theoretische Ausarbeitung (Fehlender mathematischer Beweis)

- Parameterabhängig (Mutations-, Kreuzungswahrscheinlichkeit, Anzahl der Individuen in

Population,…)

- Sehr rechenintesiv

Genetische Algorithmen sind dann einfach anzuwenden, wenn sich die Lösungen als Binärvektoren (also 0 bzw. 1) angeben lassen, z.B. als zulässige Elternlösung (0, 1, 1, 0) oder (1, 1, 0, 0). Ist dies nicht möglich, muss man sich eine geeignete Möglichkeit der Kodierung überlegen oder die prinzipiellen Vorgehensweisen geeignet modifizieren.

Ein Beispiel für ein solches Problem ist das Travelling-Salesman Problem.

19. Branch and Bound
Allgemeines Lösungsprinzip: Ein großes Problem wird in kleine Teilprobleme zerlegt

(Branching) und deren Ergebnisse später wieder zusammengesetzt (Bounding). Die

Lösungsmengen sollen sich dabei möglichst nicht überschneiden.

Branching:
Ein zu Problem wird in k Teilprobleme P1,…,Pk verzweigt. Dabei muss gelten:

· Die Gesamtlösung X(P0) muss sich als Vereinigungsmenge aller Teillösungen X(Pi)

ergeben.

· Die Schnittmenge der Teillösungen soll 0 ergeben, da man sonst nur mehr schwer

zusammensetzen kann.
Es entsteht ein Lösungsbaum, da die Teilprobleme der Ausgangslösung wieder verzweigt

werden können.

Bounding:
Man ermittelt Schranken und Lotet die Teilprobleme aus. Der Verzweigungsprozess wird

durch Schranken bestimmt bzw. eingeschränkt.
Für das Gesamtproblem kann immer eine (globale) untere Schranke Funten gefunden (im

schlechtesten Fall unendlich, ansonsten zulässige Lösung mit Heuristik suchen) werden. Im

Laufe des Verfahrens bildet immer die beste bekannte zulässige Lösung die untere

Schranke.
Für die Teilprobleme lasse sich (lokale) obere Schranken Fi_oben finden. Diese werden durch

Lösung von Relaxationen, P’i von Pi ermittelt.
Hat man diese Schranken ermittelt, so kann man das Problem ausloten. Ein Problem heißt

ausgelotet, wenn man es nicht mehr weiter betrachten muss.
Auslotungsfälle:

Fall a: Fi_oben ≤ Funten
Die optimale Lösung des Teilproblems ist nicht besser als die beste bekannte zulässige Lösung des Gesamtproblems 

( Problem nicht weiter betrachten
Fall b: Fi_oben > Funten und optimale Lösung von P’i ist zulässig für Pi
Es wurde eine neue beste zulässige Lösung für das Gesamtproblem gefunden
( Man setzt Funten = Fi_oben und betrachtet das Problem nicht weiter
Fall c: X(P’i = 0)

Die Relaxation für das Teilproblem besitzt keine zulässige Lösung, damit besitzt auch das

Teilproblem keine zulässige Lösung

( Problem nicht weiter betrachten

Kann man ein Teilproblem nicht ausloten so muss es weiter zerlegt werden.
Hinweis zu Minimierungsproblemen:

Für Minimierungsprobleme drehen sich die ersten beiden

Auslotungsbedingungen um. Es wird für das Gesamtproblem eine obere

Schranke festgelegt und lokale untere Schranken für die Teilprobleme. Die

Bedingungen lauten dann wie folgt:

Fall a: Fi_unten ≥ Foben

Fall b: Foben > Fi_unten

Fall c: X(P’i = 0)
Vorgehensweise:
1. Bestimmung einer unteren Schranke für das Gesamtproblem mittels Heuristik (oder

setzen der unteren Schranke auf unendlich)

2. Bestimmung einer Lösung für die Relaxation des Gesamtproblems

3. Aufteilen des Gesamtproblems

4. Wählen eines Teilproblems aus der Kandidatenliste

5. Lösen der Relaxationen für das Teilproblem (zum erhalten von oberen Schranken) und

eventuelles erneutes Aufteilen des Teilproblems

6. Teilprobleme ausloten (= lösen) bis Liste leer
Relaxationen:

Vereinfachtes Problem, das man durch Lockern oder Weglassen der Nebenbedingungen erhält. X(Pi) ist dabei eine Teilmenge von X(P’i).
· LP-Relaxation: Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingung

· Lagrange-Relaxation: Nebenbedingungen in Zielfunktion aufnehmen

· Weglassen von Nebenbedingungen (z.B. Zyklusbedingungen beim TSP)

· Surrogate-Relaxation: Nebenbedingungen zusammenfassen

Auswahl aus der Kandidatenliste:

( LIFO (= Last In First Out): Das Problem welches als letztes in die Liste aufgenommen wurde wird als erstes weiter betrachtet ( Depth first search

· Reine Tiefensuche (nur eine Verzweigung pro Teilproblem und Wiederaufnahme in

Liste)

· Tiefensuche mit vollständiger Verzweigung (Teilproblem vollkommen Verzweigt und aus Liste entfernt, eine Verzweigung wird weiter betrachtet, Rest kommt in Liste)

· Nachteil: Erste zulässige Lösung ist relativ schlecht

· Vorteil: Man findet schnell eine erste zulässige Lösung und hat wenig Problem in der

Liste
( MUB (= Maximum Upper Bound): Das Problem in der Liste mit der größten oberen

Schranke wird als erstes weiter betrachtet ( Breadth first search

· Nachteil: Mehr Probleme in der Liste (Speicherplatz)

· Vorteil: Erste gefundene zulässige Lösung ist meist sehr gut

· Für Minimierungsprobleme entsprechen: MLB (= Minimum Lower Bound)
( Kombinationen (beider obiger Regeln)
Anwendung auf das Knappsack-Problem:
• LP-Relaxation zur Bestimmung der oberen Schranke

- Vereinfachte Lösung der Relaxation:

( Quotient cj/wj sortiert nach abnehmenden Werten

( Die zugehörigen Variablen (zu den Quotienten) der Güter erhalten der Reihenfolge der Sortierung den Wert 1 solange die Summe der wj das Höchstgewicht b nicht übersteigt. Die Variable des ersten Gutes das nicht mehr voll aufgenommen werden kann, erhält den anteilsmäßigen Wert der von dem Gut noch mitgenommen werden kann (Wert > 1)
• Aus Lösung der Relaxation die untere Schranke bestimmen

( Ausgehend von der optimalen Lösung der Relaxation (oben ermittelt) kann man die untere Schranke einfach ermitteln in dem man die einzige nicht ganzzahlige Variable (jene des Gutes das anteilsmäßig mitgenommen wurde) zu 0 fixiert. Die untere Schranke ergibt sich dann indem man die Variablen der Lösung (0 und 1) in die Zielfunktion einsetzt.
• FIFO-Regel zum verzweigen eines nicht ausgeloteten Teilproblems

( Es wird die einzige nicht ganzzahlige Variable verwendet, welche einmal auf 0 fixiert wird und einmal auf 1. Dadurch entstehen genau zwei Teilprobleme.
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